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The Motion of a Body in a Rin9-Shaped Potential 

The quantum mechanical problem of a particle in the torus shaped potential V~ 2, r o  
r 

sinZ 0 is solved. 

Es wird das quantenmechanische Problem eines Teilchens in einem ringf6rmigen Potential der 

Art V~2  r~ 1 ( @ - )  2 �9 
r sin 20 gel6st. 

Solution du probl6me quantique de la particule dans un potentiel toroidal: V ~ 2 r~ sin201 (~_)2. 

Bei der Betrachtung ringf6rmiger Molekiile taucht die Frage auf, ob es ein- 
fache Eigenwertprobleme gibt, bei denen es um die Bewegung eines K6rpers in 
einem ringf'6rmigen Potentialfeld geht. Wir wollen zeigen, dab es ein solches 
Problem gibt und dab die Eigenwerte und Eigenfunktionen dieses Problems in 
geschlossener Form angegeben werden kSnnen. 

Die potentielle Energie des K/Srpers sei in Kugelkoordinaten 

/ 
V-----r/a 2 - - q  r 2 s i n 2 0 ] e o  �9 (1) 

Dabei sollen ao den Wasserstoffradius und eo die Energie des Wasserstoffgrund- 
zustandes bedeuten" 

h 2 2~z2/Ae 4 

a o -  4~z2kte2 , e o -  h2 (2) 

q und o sind positive reine Zahlen. Bei beliebigem und festem r hat V als Funktion 
von ~ :seinen Minimalwert bei 0 = 1r/2, also in der Aquatorialebene des Kugel- 
koordinatensystems. Dort hat es als Funktion yon r seinen Minimalwert bei 

r o = 17 a 0 

* Dem Andenken an meinen Freund Karl Heinz Hansen gewidmet. 

(3) 
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und dieser Wert ist 

leo =  2eo. (4) 

Mit diesen Beziehungen l~iBt sich der Ausdruck t'fir V umformen zu 

V ist die potentielle Energie des KSrpers in einem ringf6rmigen Potential- 
feld. Die Linie geringster potentieller Energie ist ein Kreis in der Aquatorial- 
ebene mit dem durch entsprechende Wahl yon q einstellbaren Radius r o = t/a o. 
Die Tiefe des ringf6rmigen Potentialfeldes V,_~| Vo = -a2eo  kann durch ent- 
sprechende Wahl yon a 2 eingestellt werden. Nach Einfiihrung der Koordinaten 
d und z durch 

d = r sinO, z = r cosO (6) 

erscheint V in der Gestalt 

2a ~ 
V=rl  a2 ~ z 2 

Daraus folgt 

0 r/ eo- (7) 

( ~ V ]  [ 0 2 V ]  2a2 ~o 2Vo 

c~d2 ]a=,o = \ Oz2 ]a=,o = rl 2 a~ = - r---~o 
z=0 z=O 

(8) 

Die Linien gleicher potentieller Energie in der d-z-Ebene sind also, insofern sie 
in geringer Entfernung yon dem Punkt minimaler potentieUer Energie (d=ro, 
z = 0) verlaufen, praktisch Kreise. Die Linien gleicher potentieller Energie, die 
in grSBerer Entfernung von dem Punkt minimaler potentieller Energie verlaufen, 
greifen nach der Seite grtiBerer d-Werte weiter aus als nach der Seite kleinerer 
d-Werte. 

Die Schr6dingergleichung des Problems lautet 

r 2 Or r2 + r2sin0 00 + r2sin20 002 

8n212 [ 

r 2 sin20 } 

(9) 

In dem Produktansatz for die L6sungsfunktionen 

~,(r, O, ~o) = R(r) O(O) ~(q,) (10) 

kann, da die potentielle Energie von ~p nicht abh~ingt, sofort 

1 im~p ~( r  , m = 0 , + l , _ + 2  . . . .  
V 2 "  

(11) 



RingfSrmiges Potentialfeld 203 

gesetzt werden. Die Separat ion ftihrt zu den Gleichungen 

1 d s in(  dO _ L ( L + I )  O = 0  (12) 
sin0 dO sinZ0 

und  r --~- d-r- r2 - L ( L + I ) R +  ~ t E + r l a  R = 0  (13) 

fiir die Funk t ionen  O und R. Dabei  ist M 2 erkl~irt durch 

M 2 --- m 2 + 0"2/'] 2 . (14) 

L(L + 1) ist eine Separat ionskonstante .  
Die O-Gleichung geht durch die Subst i tut ionen 

[MI 
cos0 = z, O(0) = ~(z)  = (1 - z 2) 2 fg(z) (15) 

in die Gleiehung 

2 d2(~ dfr 
( 1 - z ) ~ 7 ~ - z 2 - 2 ( I M I + I ) z ~ - f + [ L ( L + I ) - I M I ( I M I + I ) ] ~ 9 = O  (16) 

fiber. Der  Reihenansatz  

r162 = Z %z" (17) 
v 

ffihrt zu der Rekursionsformel  

(~ + IMI)(v + IMI + 1 ) -  L(L + 1) 
a~ + 2 = (v + 1) (v + 2) a~. (18) 

Die Reihe fr muB abbrechen,  wenn ~ eine auch bei z = _+ 1 reguliire Funk t ion  
sein soll. Der  G r a d  des dann vorl iegenden Po lynoms  ff sei v'. Dann  muB 

(v' + IMI) (r + IMI + 1) = L(L + 1)  (19) 

oder  L = v' + IMI ; v' = o, 1, 2 , . . .  (20) 

sein. 
Ffir die Funk t ionen  

IM[ 
(1 - z 2)  2 (~v , ( z )  ~__ ,.~][MM][+ ~,(Z) = , ~ j l y [ ( Z )  (21) 

existiert die erzeugende Funk t ion  

IMI 

~J+~,(z)e'= r(21Ml+ 1) (1-z2) 2 
2 IMI F(IM I + 1) (1 - 2zt + t2) IMI +f  " (22) v ' ~ O  
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Speziell ist 

Y(2JM I + 1) ~Mt 
~ -- 2~ ~r r ( l m  r + 1) (1 - ~ )  

r (2  [M[ + 1) IMf 
~ 1 + 1  -- - ~f~,r F(IM] + ~) (2 [M I + 1) (1 - zZ)Tz (23) 

r ( 2 ] M ] + l )  2 t M t + l  ( l _ z Z ) T { l _ ( 3 + [ M l ) z ~ }  
~I~l+~ = 2 ~ - r r ( I U  I + 1) 2 

Die Funktionen ~i~M] sind mit den zugeordneten Legendreschen Polynomen 
Pt "1 verwandt. Sie gehen mit atl ~ 0  in diese tiber. (Dabei ist unter l die Zahl 
v' + {rn[ zu verstehen.) 

Die R-Gleichung (13) geht durch die Substitutionen 

(X2 8 n 2 #  4n2ue 2 
- -  h2  ~V, )~ - -  h20~ q~  (24) 

Q 

2czr = O, R(r) = e 2 qL ~ ( 0 )  

in die Gleichung 

d 2 ~  

tiber. Der Reihenartsatz 

8] d~8 ~ + [ 2 ( L + l ) -  ~ - Q  + ( 2 - L - 1 ) ~ e = O  

fiihrt zu der Rekursionsformel 

(25) 

L + l + v - 2  
b~+t = 2(v + t ) (L+  t)+v(v + t) b,. (27) 

Regulgre LOsungen ergeben sich bei negativem E nur dann, wenn die Reihe 5e 
abbricht. 

Wenn dann der Grad des Polynoms 5r sein soll, muB 

) ~ = L + l + n '  ; n '=0,  1,2 ....  

sein. Daraus folgt mil (24) die Beziehung ftir die Eigenwerte 

q2a4 
E - N ~  e o mit 

Fiir die regul~iren L6sungsfunktiotten 
exisliert die erzeugende Funktion 

: ~ 2 L +  1 : \ 
~L+I+, ' tQ)  U"'=(-- 1) 2L+1 

,'=o F(2L + 2 + n') 

(28) 

N = L  + 1 + n ' .  (29) 

~2L+1 y2L+l  der .2a-Gleichung 
L + l + n '  ~ b l + L  

Ou 

1 - u  
e 

(1 - u )  z L  + z �9 
(30) 

27 ~ E b ~  ~ (26) 
v 
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Speziell ist 

2 L +  1 ~ L +  1 = F(2L + 2) (-- t) zL+ 1 
(31) 

~L, qzg+ 1 = F (2L  + 3) (-- 1) 2L+ 1 (2 + 2L - e) 2 L + 2  

Die Funktionen w2L+ 1 _ w2L+ ~ mit N = L + 1 + n' sind mit den zugeord- ~ 2 L +  1 + n '  - -  ~  

neten Laguerreschen Polynomen ~+zr2~+ t verwandt. Sie gehen mit a q ~ O  in diese 
tiber. (Dabei ist unter n die Zahl l + 1 + n' zu verstehen.) 

Jede der yon uns bestimmten reguliircn L6sungen der Schr6dinger-Gleichung 
ist durch die drei Zahlen ]MI, L, N charakterisiert. Wir ftihren nun durch 

l = [m I + v', n = l + 1 + n' (32) 

die Zahlen l u n d  n ein. Zwischen l u n d  dem Drehimpuls besteht bei dem hier 
behandelten Problem nicht der vom Keplerproblem her bekannte Zusammen- 
hang. Wir k6nnen jetzt schreiben: 

]M[ = Vm 2 + 0"2, 2 

L = l +  [//m 2 + azt/2 -Ira] (33) 

N=n+l  2+ 2,2-1m L 
Mit 6 = ]//m z + a2rl 2 -[m] 

vereinfachen sich diese Beziehungen zu 

IM[ =Ira] +,~ 

L = l + fi (35) 

N = n + b .  

Wenn man t'fir die vom Keplerproblem her bekannten Quantenzahlen n, l, m 
ihre dort vorkommenden Wertesysteme zuliiBt, erh~ilt man gerade alle gebun- 
denen Zust~inde unseres Problems. 

Wenn man sich speziell ftir den Grundzustand interessiert, hat man zu fragen, 
welches der kleinstm6gliche Wert yon N ist. Dieser wird erhalten ftir n = 1 und 
m = 0 .  Bei n = l  muB auBerdem / = 0  sein. Ftir diesen (ls-)Zustand ist nach 
(29) und (35) 

/120"4 

Els = (1 +~/o-) 2 ~0. (36) 

Die zugeh6rige Eigenfunktion ist verschieden yon der ls-Funktion des Kepler- 
problems. Sie lautet 

1pl, = K(v sin0 e-V) "~ (37) 

qff r 
mit v = 

l + q c r  r o 

Ftir den Normierungsfaktor K gilt 

{ /'(3 + r/~ (r/O')~ + 2"~r 22 + 2no .}} 
K =  .2rcV(l + r l a ) r ( � 8 9  2rla)(l  +rla)3rg . (39) 
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~ls  hat  seinen Maximalwer t  in der Aquator ia lebene (oa = n/2). In dieser Ebene 
liegt das M a x i m u m  von ipl s bei 

l + q a  
rma x = - -  r o . (40) 

qa  

Die L~Ssung des behandelten Problems er6ffnet die Wege zur  Untersuchung 
einer Reihe von interessanten Fragestellungen. 

Der  Vollstandigkeit  halber sei noch  darauf  hingewiesen, dab sich in dem 
Falle, daB man  fiber die L~Ssungen der Hillschen Differentiaigleichung verf'tigt, 
auch die Eigenwerte und Eigenfunkt ionen der Schr6dingergleichung mit der 
potentiellen Energie 

k~p 
B + C cos - -  

A 2n 
V - + r2 (41) r sin2o q 

angeben lassen. 
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